
(問題)

正 2n角形 A1A2 · · ·A2n の外心を Oとし, 2点 Ai,An+i (i = 1, 2, · · · , n) を
通る直線を d(i) とする. また {a1, a2, · · · , an} = {1, 2, · · · , n} を満たす整数の
組 (a1, a2, · · · , an) 全体の集合を S とする. そして O を通る任意の直線を l と

するとき, σ = (a1, a2, · · · , an) ∈ S に対し, 直線 li (i = 0, 1, · · · , n)を次の (1),

(2)で定める.

(1) l0 = l

(2) li−1, li (i = 1, 2, · · · , n)は d(ai)に関して対称である

このとき, ln = l となる l の本数を N(σ)で表す. ただし, l が無数にある場合に

は, 特別の値∞を lの本数とする.

N(σ) (σ ∈ S)のとり得る値を求めよ.
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(解答例)

まず d(i) (i = 1, 2, · · · , n) が直線 OAi に一致することに注意する. また外接

円の半径を 1として論じればよい.

O(0, 0), Ai(cosαi, sinαi)

(
αi =

π(i− 1)

n
(i = 1, 2, · · · , n)

)
となるように座標軸をとり, l と半円 x2 + y2 = 1 (−1 < x ≦ 1, y ≧ 0)との交

点を (cos θ, sin θ) (0 ≦ θ < π) とする. そして σ = (a1, a2, · · · , an) ∈ S に対し,

角 θi (i = 0, 1, · · · , n)を次の式で定める.

θ0 = θ,
θi−1 + θi

2
= αai (i = 1, 2, · · · , n)

このとき 2点 O, (cos θi, sin θi)を通る直線が li となる. また

(−1)iθi − (−1)i−1θi−1 = 2(−1)iαai

(−1)nθn = θ0 +
n∑

i=1

{(−1)iθi − (−1)i−1θi−1}

= θ + 2
n∑

i=1

(−1)iαai

が成り立つ.

最初に nが奇数の場合を考える。このとき α = −
n∑

i=1

(−1)iαai とおくと

−θn = θ − 2α
θ + θn

2
= α

となるから, l と ln は 2 点 O, P(cosα, sinα) を通る直線に関して対称である.

したがって ln = l となる l は, 直線 OPとこれに垂直な Oを通る直線だけであ

る. よって N(σ) = 2 (σ ∈ S)となる.

次に nが偶数の場合を考える. このとき

θn = θ + 2
n∑

i=1

(−1)iαai

= θ + 2
n∑

i=1

(−1)i· π(ai − 1)

n

= θ + π · 2

n

n∑
i=1

(−1)iai (∵
n∑

i=1

(−1)i = 0)

ここで n = 2m (mは正の整数), A =
m∑

k=1

a2k, B =
m∑

k=1

a2k−1 とおくと

θn = θ + π · 1

m
(A−B)

となるから

ln = l ⇐⇒ π · 1

m
(A−B)はπの整数倍である.

⇐⇒ A−B ≡ 0 (mod m)

⇐⇒ (∗) 2A ≡ 0 (mod m)

(∵ A+B =
2m∑
i=1

ai =
2m∑
i=1

i = m(2m+ 1) ≡ 0 (mod m))

(∗)は θ の選び方によらない, つまり lの選び方によらないから, (∗)が成り立つ
ときは N(σ) = ∞であり, そうでないときは N(σ) = 0である.

2



さて m = 1, 2のときは, すべての σ ∈ S に対し, (∗)は明らかに成り立つ. し

たがって n = 2, 4ならば, N(σ) = ∞ (σ ∈ S)となる.

次にm ≧ 3 (n ≧ 6)とする. ai = i (i = 1, 2, · · · , n)のときは

2A = 2
m∑

k=1

2k = 4 · m(m+ 1)

2
= 2m(m+ 1) ≡ 0 (mod m)

が成り立つからN(σ) = ∞となる. また a1 = 2, a2 = 1, ai = i (i = 3, 4, · · · , n)
のときは

2A = 2(−1 +

m∑
k=1

2k) = −2 + 2m(m+ 1) ≡ −2 ̸≡ 0 (mod m)

が成り立つから N(σ) = 0となる.

以上により, N(σ) (σ ∈ S)のとり得る値は

nが奇数のとき 2

n = 2, 4のとき ∞
nが 6以上の偶数のとき 0, ∞
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(nが奇数の場合の別解 )

θn = θ − 2(θ − α)

となるから

ln = l ⇐⇒ 2(θ − α) は π の整数倍である.

⇐⇒ (∗∗) θ =
π

2
k + α となる整数 k が存在する.

ここで f(k) =
π

2
k + α (定義域は整数全体の集合 Z)とおき, f(k) ≧ 0となる整

数 k の最小値をmとする. このとき

f(k + 1) = f(k) +
π

2
> f(k) (k ∈ Z)

f(m− 1) < 0 ≦ f(m) = f(m− 1) +
π

2
<

π

2
π

2
≦ f(m) +

π

2
= f(m+ 1) < π

π ≦ f(m+ 1) +
π

2
= f(m+ 2)

となる. したがって (∗∗)が成り立つような θ (0 ≦ θ < π)の値は, 各 σ ∈ S に対

し, ちょうど 2つある. よって N(σ) = 2 (σ ∈ S)となる.
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